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Lesson24 27 Lesson28 30
GRAND EARTH English Grammar in 48 Stages 

 Students will be able to  
 1. develop appropriate use of relative clauses and comparative forms. 
 2. clearly explain the results of their analysis of a table. 
 3. use target grammar to make their ideas more persuasive. 
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Grand Earth Listening Box Insight
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数学科学習指導案

授業者　河端　善登, 秋葉　邦彦

1. 日時　 2025年 11月 26日（水）　 6時限目

2. 場所　本館 3階　第 1多目的室

3. 学級　高校 3年 6, 7組理系選抜クラス　男子 47名, 女子 18名, 計 65名

4. 主題　コップの底に現れるカージオイド　～ 物理現象の数理モデル化および包絡線 ～
(1) 主題の考察

コップの真上から光を照らすとき, 底面に近いと底面が均一に光るだけであるが, 底面から離していくと
淵が明るい円形の模様ができる. また, 照らす位置をずらすと底面にハート形の模様ができる現象が知られ
ている. この現象は物理学において火線（caustics）と呼ばれるもので, レンズや鏡などによって反射また
は屈折した光線が集まってできる包絡線によって起こっている. この模様は, コップの淵に光源がある場合
はカージオイド, コップに対して無限遠点に光源がある場合, つまり平行光線が入射する場合はネフロイド
（外サイクロイドで固定円と動円の半径比が 2 : 1のもの）となる.

　この現象を分析するためには, コップの壁面に当たって反射する光の数理モデルが必要となる. その際,

空間で起きている現象を座標平面に射影して考えられること, どのようなコップでも起きることからコッ
プを単位円として捉えても一般性を失わないこと, および反射光の方程式を立てるにあたり入射光の角度,

反射光の角度, 反射する地点などのどれを変数にとるかなど様々な数学を用いた分析をしなければならな
いため, 今までの学習してきた内容のどれと結びつけるかを考える教材となっている. また, 反射光の数式
化をした後は, それらが集まる領域の分析, つまり数学 IIの「図形と方程式」で扱う通過領域の問題とな
るが, 通過領域の境界に現れる包絡線の概念を 2曲線の交点の極限の軌跡として導入するよい機会である.

これは, 数学 IIICまで終了しているため三角関数の極限や三角関数の微分法を学習していること, および
一文字固定や逆像法（逆手流）などを用いた通過領域を学習していることから, 包絡線を導出する過程の
イメージがしやすいと考えられるためである.

さらに, このテーマは光源の位置を変更しても反射光の導出過程や, 包絡線の計算方法などは変化せず,

また, 透明なコップに水などを入れて側面から光を照らして実験をすると水がレンズの役割を果たし, 今度
は屈折光に対する包絡線を見て分析することができるなど問題拡張を自由に設定することができる. また,

身近に起きる現象の中でも結果を予想しにくいものであり, それに対し, 数学を用いて解析できることを体
感できる.

　数学の授業において, 現象を数理モデル化し解析する実践は, 各単元の最後に応用としてその単元で学習
したことを利用するものが多い. 三角比における測量や, 平面幾何におけるサッカーのシュートの位置など
教科書の各単元の発展やコラムのように扱われている題材は, それまで学習してきた内容を統合する題材
というより, 現単元の応用として提示される. しかし, 本教材は今まで学習してきたことを下に, 物理現象
に潜む要素を自由に数理モデルに落とし込むことができ, オープンに考えられる教材である.

(2) 主題の目標
• コップに光を照らしたときに底に起こる現象を観察し, 何が原因, 要因で起こっているのかに対して関
心をもつ.

• コップの中で起こっている現象を, 座標平面における数理モデルに落とし込んで考えることができる.

• 壁面での反射光を立式し, コップの底に現れる包絡線を計算できる.

• 包絡線および包絡線の計算方法を理解し, コップの中で起こっている現象を数学として理解できる.

63



5. 使用教材　プリント

6. 指導計画
(1) 現象の観察, および座標平面への数理モデル化 （1時間）　本時
(2) 包絡線の導出方法, および反射光の包絡線の計算 （1時間）
(3) 光源位置を変化させたときに起こる現象の解析 （1時間）

7. 本時の学習指導および目標
(1) 教材観

　コップの中で起こる物理現象を観察し, 違いを見つけ, 数理モデル化し解析するという一連の流れを自ら
体験していくことで, 条件設定された問題演習ではなく研究としての意味を強く持つ教材だと考えられる.

　中学では理科第 1分野で光の反射, 屈折の規則および凸レンズについて, 高校では物理で光の屈折, 反射,

分散, 偏光, および光の回折や干渉, また光の速さ, 波長などについて学んできている. これにより光線がレ
ンズや凹面鏡により焦点に集まることは学習しているが, 1 点で集まるのではなくどの領域に集まるかと
いう次元が変化した実験はあまりされていないように感じている. 本時の最初の実験であるコップの真上
からの光の投射では, 簡単に領域に集まる光を観測でき, また, その模様が生徒にとってなじみやすい円に
なっていることからなぜ一部分だけ明るく光るかの原理を捉えやすい題材である. これにより, コップ壁面
での反射光が明るくなる理由に気づければ, 光源の位置をずらしたときにハートの形ができる原因も反射
光であることが予想できる. しかし, 真上からのときと違い複数の反射光がどのように集まるかのイメージ
がしずらいため, 模様ができる要因を考えるために数理モデルに落とし込もうというモチベーションが出
てくる.

　この際, ”次元”の感覚が必要となる. 次元の上げ下げは, 数学の様々な場所に現れ, 特に求積の分野では
重要となってくる. この教材でも, 空間で起こっている現象を”次元”を下げて平面で捉えることにより解
析しやすくなることが体感できる. この後, 平面に置き換え, 反射光の方程式を立式するにあたり, 変数と
して何を設定するのがよいかということが次の問題になると考えられる. このとき, 変数としては x軸と
入射光の角度, 入射光が当たるコップの壁面の位置, 入射角など様々なアイデアが出てくることが予想され
る. この中で何を変数として採用するかとなったときに, 立式するまでの計算量や, 起こっている現象に対
して自然な設定を考えて, x軸と入射光の角度を採用することの良さを体感できる.

　最後に, 同じ設定である 2013年の岡山理科大の問題を解くことで, 入試問題の中にも現実事象や数学的
な背景をもつような問題が多数存在することが実感されるであろう. 受験を控え, 問題演習を無機質にこな
すのではなく, 問題の背景や設定に対する興味などが起こる教材である.

(2) 指導観
　コップの真上から光を照らしたときに, 底に近い所からでは全体が一様に光るが, 遠い所からでは光のリ
ングができる現象を発見し, その境界がコップの高さの 2倍離れた位置にあることを自ら分析できるよう
にしたい. これは直接光と反射光が集まる場所が明るく光るため, 2倍以上の高さでは中心付近に当たる反
射光がなくなっていくことに関係している. この現象から, 光源の位置を変化させたときに明るくなる部分
は, 反射光に強く依存していることが予想できるようになると考えられる.

　次に, 光源の位置を変化させると底にハート形が現れるが, この現象を解析するために平面に射影した単
位円の数理モデルで考えることを生徒から引き出したい. また, 単位円において光源の位置を (−1, 0)とし
たモデルで考えていくが, 反射光の方程式を立式するために変数が必要となる. このとき, 直線の決定に関
する条件である 2点から立式するか, 1点と傾きから立式するかにより変数設定の仕方が異なると考えら
れるが, 何を変数とすると立式が簡単にできるかという視点から角度を変数とすることを導かせたい.

　これをもとに, 同じ設定である 2013年岡山理科大の問題を解くなかで, 反射光の立式するとともに, 小
問 (3)の結果がハート模様のくぼみに対応することに気づくようにしたい.

64



(3) 目標
• コップの真上から光を照らしたときに底面にできる模様が, 反射光の包絡線によるものであることを
理解する.

• 空間で起こっている現象を平面の数理モデルに置き換えられることを理解する.

• 反射光を立式する際, 壁面への入射角を変数に設定したほうが立式が楽なことを理解する.

• 入試の過去問（2013年 岡山理科大）から反射光の立式をすることができ, x軸との交点の極限が底に
現れる模様のハートのくぼみに対応することを理解する.

8. 本時の展開

過程 学習内容・指導過程 指導上の留意点
展開 1 ○各自で用意したコップに真上から光を当て, コップの底にできる模様を 模様だけ答えるので
(20分) 観察させ, それをプリントに描かせる. その後, どのような模様が現れた

か発表してもらう.

あれば, どの位置か
ら光を当てたかを聞
き, 再現性の重要性

＜予想される回答＞ 　全面が光る, 円（リング状） を伝える.

○全面が光る現象と円が現れる現象は何によって起こるのかを考えさせ,

発表してもらう.

光源の高さによって
変化するものを考え
させる.

＜予想される回答＞ 光源が底面の円の中心の真上にくるように置いた場
合, 十分に底面に近いと底面全体に光が届くが, 光源をコップの 2倍以上
に高くすると, 中央に集まる光がなくなってくる.

○次に, 光源の位置を変化させ, コップの底にできる模様を観察させ, そ
れをプリントに描かせる. また, なぜそのような模様が表せたのかを考え
させる.

＜予想される回答＞ ハートのような模様が現れる. 光源をコップの真ん
中以外にした場合, 光線が均一に当たらずに局所的に集まるため, その部
分だけ明るくなる.

○この現象は火線 (caustics) と呼ばれるものであることを紹介する.

火線 · · · 光が曲面によって曲げられたり反射したりしたときに見える光
の模様

展開 2 ○ハート形が現れる現象をどのように解析すればよいか班で考えさせる. 机間巡視を行い, 考
(15分) その後, いくつかの班に黒板を使って発表してもらう. え方の違う班を見て

おく.
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過程 学習内容・指導過程 指導上の留意点
展開 2 ＜予想される回答＞
(15分) ・射影して xy 平面上で考える

・どのようなコップでも同様な現象が起きるので単位円で考える
・光源の座標を決める
・変数を決める (入射光の角度, 反射光の角度, 反射する地点の座標など)

○いくつかの班に発表してもらった後, 他の考え方があるか, 設定として
よりよいものはどれかなどを問いかける. その後, 射影した xy 平面上の
単位円で考えられること, 光源の位置を (−1, 0)とすること, および角度
を変数とすることを確認する.

展開 3 ○現象を解析するために考えてもらった設定と, 同様な設定をしている以
(13分) 下の問題を考えさせる.

原点を O を中心とする半径 1の円の周上の第 1象限の部分に点 P をと
る. 点 (−1, 0) を A とし, ∠OPA= θ とおく. x 軸上の正の部分に点 Q

を ∠OPQ= θ を満たすようにとる. 点 Q の x 座標を f(θ) とするとき,

次の問いに答えよ. 　　 (2013 岡山理科大)

(2) を解く際に, 直
線 PQの式を求めず
に解く生徒がいたら,

最終的にはこの直線
の通過領域を求めた

(1) lim
n→+θ

sin∠OPQ

θ
を求めよ. いことを伝え, PQ

の方程式を求めさせ
(2) f(θ)を求めよ. る.

(3) lim
n→+θ

f(θ)を求めよ.

〇 (3)で求めているものが何に対応するのか考えさせる（ハートのくぼみ
の部分）.

まとめ 〇反射光の包絡線がハート形を作っているが, これを PQの式からどのよ
(2分) うにすれば求められるかを次回行うことを伝える.
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本日は SSH授業研究会にご参加いただき、ありがとうございます。 
ご多忙の折恐縮ですが、アンケートへのご協力をお願い申し上げます。 
いただいた回答や個人情報は、厳重に保管いたします。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            


	空白ページ
	空白ページ
	空白ページ
	空白ページ
	空白ページ

